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  高考评价体系明确了“立德树人、服务选才、
引导教学”的核心功能,将考察内容确定为“核心

价值、学科素养、关键能力、必备知识”[1],如何以

高考题“引导教学”,落实学科核心素养,值得探

究.
 

以2021年普通高等学校招生全国统一考

试(北京卷)数学(以下简称高考数学北京卷)第9
题(表1)为例,分享我们的研究.

 

表1 2021年高考数学北京卷第9题

已知圆C:x2+y2=4,直线l:y=kx+m,当k 变化

时,l截得圆C 的弦长的最小值为2,则m=(  ).

A.±2  B.
 

± 2  C.
 

± 3  D.
 

± 5

1 学生调研

在北京某两校高二和高三各一个班,就第9
题进行调查.

 

学生独立解决并写出简要过程,选
择典型作答的学生进行访谈.

 

通过调研了解学生

的解决思路及困难,主要有三种解决思路:运算求

解、图形分析与运算求解、图形的直观想象.
1.1 运算求解

解析几何问题的通性通法,即联立圆和直线

的方程,消元整理得到含参数k和m 的关于x 的

一元二次方程:
(k2+1)x2+2kmx+(m2-4)=0. ①

利用两点间的距离公式表示弦长,运算中借

助韦达定理整理为关于k 和m 的表达式,根据题

干条件“弦长的最小值为2”,分析弦长表达式得

到m 的值.
调研发现,选择该思路的学生,有的只列出联

立方程,最多到写出方程①.
 

学生的表现反映出

其面对稍复杂解析几何问题的信心不足,另外也

说明其数学运算的训练不够,特别是含参数运算

的训练.
 

针对只能想到运算求解且无法解决的学

生,教师要关注学生数学运算的训练,另外要引导

学生从几何图形进行分析.
 

1.2 图形分析与运算求解

几何图形分析基础上进行数学运算.
 

该题目

涉及弦长(n)、弦心距(d)和半径(r)的关系(图

1),由勾股定理得d2+(
n
2
)
2

=r2.
 

学生表现出两

类做法,一是借助弦心距求弦长,二是将最小弦长

为2⇔最大弦心距为3.

图1

借助弦心距求弦长的学生比较多,其中有的

是开始想到联立方程求解,但是觉得计算很麻烦,
转而借助弦心距求弦长.

 

利用点到直线的距离公

式表示出弦心距

d=
m
1+k2

,
 

②

进而表示出弦长

n=2 4-
m2

k2+1
.

 

③
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令2 4-
m2

k2+1
=2,分析等式左边表达式,

当k=0时取到最小值2,解得|m|= 3.
 

等价转

化最大弦心距为3的分析类似,不再赘述.
调研发现,选择该思路但没有解决的学生,遇

到困难是没有读取m 为定值,表达式②或③中k
和m 都在变化,无法分析取得最大或最小值的条

件;顺利解答的学生,有的没有考虑m 是否为定

值,在分析弦长或弦心距的表达式时,如②式中,

当k=0时取得最小弦长2,进而解得m=± 3.
 

针对学生的问题,教师要引导学生对题目“暗示”
条件的读取,另外也要关注学生数学严谨性“翻
译”,如学生直接取弦长或弦心距的边界值,而不

是翻译为:n=2 4-
m2

k2+1
≥2.

专家与新手解决问题的不同点在于,专家不

是从目标往回走,而是扩展已有知识去解决问题,
即想办法充分利用已有的条件[2].

 

专家这种解决

问题方式,对日常解题教学的启示是引导学生对

题目的信息,包括“暗示”条件的有效读取、加工和

转换.
 

当解题遇阻,尝试等价转换是重要策略.波
利亚怎样解题表的拟定计划中,多处提到转换问

题,如“你能知道一道与它有关的题目吗? 你能利

用它吗? 你能利用它的结果吗? 你能利用它的方

法吗?”特别地提到等价转换:“你能以不同的方式

叙述它吗?”第9题将不同数学对象转换,即将弦

长问题等价转换为弦心距问题,从而简化数学

运算.
1.3 图形的直观想象

几何图形直观想象截得最小弦长时,直线的

位置及参数条件.
 

从题干和选择支的设置表明,
满足条件的直线过点(0,m),且是定点,由此当k
变化时,满足条件的直线是绕着点(0,m)旋转的

直线的集合.
 

当直线与x 轴平行时,弦长取得最

小或弦心距取最大,弦心距=|m|,因此 m=

± 3.
 

选择直观想象图形变化的学生,遇到的困

难如下:
(1)无法想象弦长或弦心距的变化

 

当k 变化时,学生能够想象出直线为过定

点(0,
 

m)的一直线族,并且能够顺利排除选项A
和D.如果m=±2,过定点(0,±2)的直线族截得

圆C 的弦长最小值为0,因为k=0时,直线l与

圆相切(图2),可以排除选项A.

图2

如果m=± 5,定点(0,
 

± 5)在圆C 外部,
因此直线族与圆C 有三种位置关系:相离、相切

和相交(图3),可以排除选项D.
 

图3

无法进一步确定B或C,因为想象直线族截

圆C 的变化有困难,截得弦长如何变化的? 何时

弦长取得最小值? 弦心距如何变化? 弦心距何时

取得最大值? 即单个参数k 变化,直观想象直线

如何变化是容易的,直线变化所派生的圆C 中弦

长或弦心距如何变化是有困难的.
(2)猜想特殊位置,无法说明理由

 

顺利读取m 为定值,有的学生猜想直线平行

于x 轴时满足条件,计算求得m=± 3,无法说

明理由.
 

选择特殊情形进行尝试,是常见的策略,
教师在教学中需要引导学生考虑周全,以及获得

结论后进行合理性分析,结论是否满足题目条

件等.
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2 题目拓展

题目拓展的探究,需要跳出题目进行思考,题
目有哪些条件? 题目是否可以简化或变复杂? 条

件可以如何改变? 条件改变后所考察侧重点是什

么? 等.
2.1 改变数值或表征

改变原题中数学对象的数值或表征,该角度

改变并没有改变问题本质结构.
 

改变数值,需要

注意的是数值的取值范围,第9题中最小弦长的

范围是(0,4],最小范围的获得可以从直观图或解

析式两个角度分析获得.
 

改变数学对象的表征,
如给出弦长为2的等价信息:直线l与圆C 相交

于A、B 两点,△OAB 为等边三角形;或者改为最

大弦心距为 3.
2.2 改变固定参数

由上述分析可知,m 是定值这个隐藏条件,
在题目解答中起着举足轻重的作用.

 

若m 不是

定值,“弦长最小为2”简化为“弦长为定值2”,可
否求得m 的取值范围? 这个改变引起问题结构

的变化.
首先构造弦长为2的直线:在圆C 上任意取

一点A 作为直线l与圆C 的一个交点;再以点A
为圆心,2为半径作圆C1,取C1 与C 的一个交点

B,弦AB=2(图4).
 

当点A 在圆C(半径为2)上

运动时,由于AB 弦长始终为2,故弦心距(为 3)
也保持不变,于是弦长为2的直线族的包络为小

圆x2+y2=3,通过信息技术动态演示也可观察

轨迹特征(图5),此时|m|≥ 3.

图4

由n=2⇔d= 3,即圆心O 到直线l的距离

为 3,可看作圆心到弦AB 中点的距离为 3,当k
变化时,垂线段OD 随着直线位置而变化,但OD

= 3恒成立,即D 点在以O 为圆心,以 3为半径

图5

的圆上(图6).
 

即弦长为2时,直线一定过圆x2

+y2=3上某个点.

图6

由式②或③整理都可得

m = 3 1+k2.
 

④
④式中,当k 变化时,k2≥0恒成立,因此

|m|≥ 3.即当弦长为2时,|m|≥ 3.
因此,当弦长n 为2时,直线l一定过圆x2+y2

=3上某个点,且|m|≥ 3.
2.3 突破固定参数

将2.2中的“弦长为定值2”恢复到原题条件

“弦长最小为2”.
 

依据2.2的探究,直线l:y=kx+m 过小圆

x2+y2=3上某点D.
 

过点D 的直线l与圆C 相

交的弦长范围为[2,4],其中与小圆x2+y2=3
相切时,弦长最小为2.

 

当k变化且与小圆不相切

时,此时容易观察或想象直线l与y 轴可以相交

在任意位置,即m 可取任意值(图7).

如果截得最小弦长为2,或最大弦心距为 3,
由②或③整理可得

m ≤ 3 1+k2.
 

⑤
⑤式中,k 可以取到任意值,因此 m 可以取任

意值.
因此,当弦长n 最小值为2时,直线l一定过圆

x2+y2=3上某个点,m 可以取到任意值.
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图7

3 小结

3.1 学生研究

教师做学生研究,不仅仅是学生解题的表现,
更为重要的是了解思维过程,正确解答学生的解

题思路过程,错误解答的原因.
 

如此才能找到帮

助学生解决问题的对策.
调研发现,学生解决过程中遇到障碍,很大一

部分原因是对题目条件的无效读取.
 

包括无法读

取重要信息,错误读取信息等,如学生将弦长和弦

心距混淆,利用点到直线的距离d,并将这个距离

与最小弦长2建立联系,令d=2;有学生将圆的

方程当作椭圆或双曲线处理,将其变形为x2

4+
y2

4
=1,并写出a2=4,

 

b2=4,c2=0.
与两个班级的执教教师交流过这个题目,都

提到解决这个问题的思路主要是数形结合,调研

发现学生表现与教师预期是有差异的,很多学生

选择了通过运算方式解决,并且尝试联立方程表

示弦长的学生都没有做出来.
 

那么学生选择运算

方式的原因是什么? 没有做完的原因是运算能力

问题,信心问题,还是时间不够? 等,都是值得研

究的.
3.2 解题回顾

解题是数学活动的基本形式和主要内容,解
题在数学学习和教学中占比颇高,具有不可替代

的作用.[4]波利亚在《怎样解题》中提出四步解题

法:理解题目;拟定方案;执行方案;回顾.[5]
 

解题

后的回顾也是教学中容易忽略的环节.解题回顾,
包括解决问题的经验是什么? 是否充分理解题目

条件? 条件之间的关系? 能否进行转化等? 有没

有其他解决思路? 解决过程中遇到的困难? 通过

这个题目反映出自身数学知识和思考的哪些不

足? 等等.
 

调研中发现,通过运算解决问题的学生,并没

有思考图形是什么样的,或者无法想象图形;通过

直观图形解决的学生,有猜测对的,也有猜测错

的,但是都没有再回到问题中反思结论是否正确.
 

对于运算思路,要引导如何通过形的分析简化运

算,从形的角度思考k=0在图形角度是什么? 为

什么这个位置弦长取得最小值? 对于通过直觉猜

想的学生,教学中要引导学生反思的意识,分析得

到结论的合理性等.
3.3 题目研究

数学题目的研究,也是数学教师必备的基本

功之一.
 

教师对题目进行探究,经历发现、提出、
分析和解决问题的完整过程,也有利于培养学生

发现问题、提出问题的能力.
通过对第9题的剖析,得到弦长n、斜率k 及

截距m 三个参数之间的依赖关系.
 

将其中的一个

参数固定,可以使其成为高中生可求解的封闭题

目,正如第9题利用选项支让m 成为了定值.
题目拓展研究中,经历了小改动、中变化、更

大拓展的过程.
 

小改动是对原题条件数值或数学

对象表征进行改变,有利于学生建立数学对象的

联系,发展数学思维的灵活性.
 

中变化是改变固

定参数,参数k和m 都是变化的,将“弦长最小值

为2”退化为临界条件“弦长为2”,通过借助信息

技术的动态变化,得到问题的解决思路.
 

更大拓

展则是三个参数都在变化,此时信息技术起到了

支持数学思考的作用.
3.4 技术融入

调研发现学生对复杂图形的直观想象能力较

弱.
 

教学中可以借助信息技术的优势,帮助学生

建立动态变化的直观表象,这是信息技术最基本

的应用.
 

当涉及多个参数变化不容易直观想象出

图形的变化时,借助信息技术的探究成为了“雪中

送炭”.
 

教师通过信息技术的呈现,也可以激发学

生兴趣,体验图形动态变化所带来的魅力,积累动

态直观想象的经验,从而达到不畏惧动态变化的

问题.
师生借由信息技术分析、解决问题,继而发

现、提出、分析和解决新问题,是教师专业成长和

学生思维发展的一条可行路径. (下转第56页)
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  评注 当函数满足f(x+T)=Af(x)(T,
A≠0)、f(kx)=Af(x)(k,A≠0)等恒等式时,
该函数将呈现类周期性.
3 命题警示

因为函数的周期性与其对称性等性质既相互

关联,又相互制约,所以命题时一不小心就会出现

多余的或自相矛盾的条件,从而犯科学性错误.
案例8 (2005年某省高考试题)已知f(x)

是R上的以3为周期的奇函数,且f(2)=0,则方

程f(x)=0在区间(0,6)内解的个数的最小值

是(  ).
A.2 B.

 

3
C.

 

4  D.
 

5
剖析 由f(2)=0及T=3,可得f(5)=0;

由奇函数得f(0)=0,进而f(3)=0;由f(2)=0
及奇函数,得f(-2)=0,进而f(1)=f(4)=0;

由奇函数得f(-
3
2
)=-f(

3
2
),再由T=3得

f(-
3
2
)=f(

3
2
),故f(

3
2
)=0,进而f(

9
2
)=0.

 

所以方程f(x)=0在区间(0,6)内解的个数的最

小值为7,从而该题无正确的选项.
 

估计命题时忽略了这样的一个隐含的事实:
若f(x)是定义在R上以T(T≠0)为周期的奇函

数,则必有f(
T
2
)=0.

案例9 (2010年某地联考试题)定义在 R

上的函数f(x)关于点(-
3
4
,0)对称,f(x)=

-f(x+
3
4
),且f(-1)=1,f(0)=-2,则

f(1)+f(2)+f(3)+…+f(2010)= .

剖析 所给条件f(x)=-f(x+
3
4
)表明函

数f(x)是以3
2

为周期的周期函数,结合已知对

称中心(-
3
4
,0),可得原点(0,0)也是它的对称中

心,故有f(0)=0.
 

所以“f(0)=-2”这个条件不

仅多余,还与可推出的结论相悖,是一道错题.
案例10 (2017年某校试题)定义在 R上的

连续函数f(x)是奇函数,满足f(x+1)=
1

f(x)
,

当x∈(0,1)时,f(x)=2x-2,则f(log1
2
6)的值

为 .

剖析 条件f(x+1)=
1

f(x)
隐含函数f(x)

是以2为周期的周期函数,这是本题的命题意图

之一.
 

但若取x=-
1
2
,可得f(-

1
2
)=

1

f(
1
2
)
 

①;再根据f(x)是 R 上的奇函数,得f(-
1
2
)

=-f(
1
2
) ②,①×②得f2(-

1
2
)=-1,矛盾.

所以,本题中“得到周期性的恒等式f(x+

1)=
1

f(x)
”与“奇函数”这两个条件是矛盾的!

(上接第38页)
教学活动,逐一将其间隐藏的思想、方法、情感和

精神显性化和结构化.在明确学生已有的知识储

备和能力基础的前提下,让学生经历贴合自己认

知的知识发生过程,引导学生思考几何图形(数学

知识)间的本质关联,逐渐形成合乎学生需求的方

法和策略,积累学习经验的厚度和高度,感受源于

数学思考得到的思想升华,才能够因势而谋、应势

而动、顺势而为,在师生之间形成教学认同,逐渐

实现把知识转化为能力,把能力转化为品格.

(上接第51页)
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