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基于问题驱动的高中数学探究性教学
——以双曲线拓展教学为例

陆 恬1 沈新权2

(1．浙江省桐乡茅盾高级中学314500；2．浙江省嘉兴市第一中学314050)

1 引言

《普通高中数学课程标准(2017年版)》指出：

“高中数学教学以发展学生数学学科核心素养为

导向，创设合适的教学情境，启发学生思考，引导

学生把握数学内容的本质．提倡独立思考、自主学

习、合作交流等多种学习方式，激发学习数学的兴

趣，养成良好的学习习惯，促进学生实践能力和创

新意识的发展．”[11同时国务院办公厅印发的《关

于新时代推进普通高中育人方式改革的指导意

见》一文在创新教学组织管理中提出：“积极探索

基于情境、问题导向的互动式、启发式、探究式、体

验式等课堂教学，注重加强课题研究、项目设计、

研究性学习等跨学科综合性教学，认真开展验证

性实验和探究性实验教学”L2J．这给我们高中数学

教师提供了新的教学思路：“高中数学教学以发展

学生数学学科核心素养为导向，创设合适的教学

情境，启发学生思考，引导学生把握数学内容的

本质．’’[11

2案例呈现

2．1 问题提出

在学生的学习过程中，随着知识的不断深入

与完善，不免会遇到学习上的困惑．比如在解析几

何中，我们学习了双曲线之后，善于思考的学生就

会产生困惑，初中阶段学的反比例函数也叫双曲

线，那么高中阶段的双曲线与初中阶段的双曲线

是不是同一种类型的曲线呢?还有没有其它的双

曲线方程形式呢?

对于学生的这种疑问，我们要抓住契机，在课

堂上，利用学生的困惑进行探索，最终启发学生通

过解析几何中的双曲线的定义来判断初高中所讲

的双曲线是不是同一种类型的曲线．

2．2探究反比例函数、一次分式型函数与双曲线

的关系

拓展1如何判断反比例函数Y=二的图象

是不是双曲线

探索：引导学生从双曲线的定义出发，寻找两

个定点，使得反比例函数图象上的任意一点到这

两个定点的距离之差的绝对值为定值(且定值小

于这两个定点间的距离)．

教师：为了方便，我们先从最简单的反比例函

数C：Y一二开始．

设M(z，Y)是C上的任意一点，我们去寻找

两个定点P(z，，y1)，Q(z：，y：)，使得

MP】一J MQ l为定值．

如何寻找P(z，，y，)，Q(z；，y：)?从哪里开

始人手?我们学过的双曲线的定义和几何性质能

不能给我们提供一些启发?

学生：对于双曲线的标准方程来讲，这两个定

点是在双曲线的对称轴上的．

教师：那么曲线C有没有对称轴呢?

学生：有的，曲线c的对称轴就是直线y—

z，这样我们需要寻找的点的坐标可以简单的设

为P(m，m)，Q(扎，咒)，而且由双曲线的几何性质

我们知道这两个定点是关于原点对称的，因此，进

一步可以把所寻找的定点的坐标设为P(m，，规)，

Q(一仇，一仇)，从而I MP『一『MQ I—

l√cz—m，2+(÷一m)2一√cz+m，2+(÷+m)2
教师：为了考查I MP l—I MQ l能否为常

数，我们从哪里人手?
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学生：我们可以从代数式√(z—m)2+(÷一m)
的运算人手，先来探求：当m为何值时，代数式

(z一仇)2+(二一m)可以写成某个代数式的

平方．

因为户∥+(■)2=√2+扣(z+÷)+2m 2，
所以，我们首先把搿+二看成一个整体，即设z十

一1一￡(￡≤一2或≠≥2)，则(X--m)t+f三一m1
2

一t2—2mr+2m2—2一(f—m)2+m 2—2，所以当

72"i 2—2，即m一±在时，(z一优)2+(三一优)一

(t±厄)2，所以当点M(z，y)是曲线C上的第一

象限上的点时(此时t≥2)，l MP l—J MQ I—

l√i=泣丁一．、八i丽l一2厄为常数；
同理当点M(z，y)是曲线C上的第三象限上

的点时(此时t≤一2)，也有l MP I—I MQ l一

2√虿为常数，而且这个常数小于I PQ l一4．

教师：至此，通过我们的探索，我们回答了曲

线C：y一二的图象确实是双曲线．

那么对于一般的反比例函数y一兰(忌≠0且

是为常数)，其图象是不是双曲线呢?

有了前面的思路，学生马上能够发现，对于一

般的反比例函数，同样存在两个定点(√虿k，√虿尼)

与(一√2忌，一√2尼)，使得其图象上的任意一点到

这两个定点的距离之差的绝对值为常数2√虿j杰J

(小于两个定点的距离4 J是1)．

到这里，学生先前的疑问得以解决，不少学生

的思维可能就到此为止了，但实际上要引导学生

进一步探究，这仅仅是开始．接下来，我们继续创

设情境，联系旧知，引发猜想，进一步提出问题，为

学生进行探究学习与活动创造条件．

拓展2探讨坐标轴旋转公式

通过上面的探索，我们知道了反比例函数

y一二(忌≠0且是为常数)的图象也是双曲线，那

么你有没有这样的疑惑：既然它也是双曲线，为什

么它的方程与双曲线的标准方程有那么大的

差异?

学生：就像物理中观察物体时所用的参照系

一样，它们方程之间的差异在于坐标系的不同．如

果适当的改变坐标系，我觉得它们的方程应该可

以是一样的．

教师：对，很好!这样的思考，跨度就比较大

了，它涉及到坐标轴旋转的概念．坐标轴旋转对我

们来讲是新的概念，但这一步不是不可跨越．就像

这位学生说的，坐标轴旋转的本质就是参照系的

变化引起点的坐标的变化，从而引起曲线方程的

变化．

说明：这个环节，如果没有教师的引导，学生

就很难进行下去，所以，教师可以进一步启发．

教师：不改变坐标的位置和单位长度，只改变

坐标轴方向的坐标系的变换，叫做坐标轴的旋转，

我们首先需要解决的问题是把坐标轴绕着原点0

旋转一定的角度后，直角坐标系中的点是如何变

化的?

设点M在原坐标xOy中的坐标为(z，y)，坐

标轴逆时针旋转0角以后，坐标系变成z 70y 7，设

点M在新的坐标系35"70y 7下的坐标为(z 7，y 7)．．

现在的问题是，我们如何去寻找z 7，y 7与z，y之

间的关系?

此时，教师可以适度启发：点M到原点的距

离不变，坐标轴的旋转，变化的是角度，因此，我们

的切人点在哪里?‘

，
J f

-

∥，一一、

、

，，7刁
●，

学生：设l OM l—r，则由三角函数的定义有

{z—rc『)锹．将坐标轴绕坐标原点，按照逆时针方
Iy—rslna

向旋转角0形成新坐标系5C 70y7，点M在新坐标

系X 70y7中的坐标为(z 7，y 7)满足：

Lzl=rcos(d-0)=r(cosacosO+sina sinO)

＼y 7一rsin(d--0)==r(sinacos0——cos理sinO)’
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即{亏：三i三舅二三i；篓．
教师：同样，我们也可以理解成新坐标系

z70y 7绕顺时针旋转0(逆时针旋转--0)变成原坐

标系zOy，．贝1]{x=x'cosO--y'sinOCOSU 32 S1nU．c4]
通过坐标轴的旋转我们得到了平面直角坐标

系下的旋转公式，下面我们就利用这个旋转公式

来探讨一次分式型函数与双曲线的关系．

拓展3探讨双曲线标准方程善一若=1与
一次分式型函数Y=辈的关系

pX十口

教师：我们知道一次分式型函数是由反比例

函数Y一兰(忌≠0且忌为常数)平移变换得到的，

前面我们从定义出发证明了反比例函数是双曲

线，现在我们再从坐标旋转变换的角度来讨论它

们方程之间的关系．

对于反比例函数而言，它的对称轴所在的直

线方程是Y=±z，而双曲线标准方程中，其对称

轴所在的直线方程是z，Y轴，如果我们把z，Y轴

旋转到与Y一±z重合，会发生什么情况呢?

学生：把坐标系xOy绕原点逆时针旋转÷后

得到新坐标系z 70y7，此时y一竺上的点P(z，Y)

．厄，．厄，

妫∥b 7∥h搠有{x=抠Tx，+厄Ty，，
fy—Ty—Tz

代人Y一兰，可得

(譬z 7+孚y 7)·(一譬z7+雩y 7)一轧
化简可得z化--y坨一2k．

教师：由此可见，经过坐标轴旋转以后反比例

函数的解析式与等轴双曲线的标准方程在形式上

是一致的．

拓展结论：一次分式型函数y一警(户≠
pZl_口

0)的图象是等轴双曲线．

拓展4 x,-]"-T-X寸 函数y"-'=--mX+詈(历诧≠

√瓦二面FR≯i一4，化简可得：y一百3 z+÷．

合双曲线的定义，而Y一13
x
z1一⋯一⋯E我们

y一仇z+兰(m咒≠o)的图象也是双曲线?

教师：为了研究对勾函数y一7孢z+旦(m咒≠

学生：由对勾函数y—mz+旦(m咒≠O)的图

一臼)后得到新坐标平面XfOy7，使得双曲线与一

寺一1的一条渐近线为yl轴，设P(z，y)为双曲

线之一万y一1在zOy坐标平面内一点，对应在

们ydf{x，=x⋯'c。sO％⋯y 7sin—O，设双曲线薯一蒡二·

． ‘sina=@‘ 竺J
sinO=

tand一争‘，故1鳅一兰a，所以I．一三bCO COSU，所以由
以

．

Sd
2—— 2——

万方数据



2021年 第60卷 第6期 数学通报 39

P(z，Y)到P。(z 7，Y’)的旋转公式为

fz，一了b·二一詈·Y fz一争·z 7+詈·Y
7lz～z⋯ lz一_‘z十_‘

{
c c

，臣ⅡJ
c c

，

【y 7一手·y+詈·z【y—bC y 7一手·z，C C C

此时焦点F(c，0)变为点F7(6，a)，顶点A(口，0)

变为点A，(譬，生2)，双曲线之2一告2—1的标准方
C C a D

程变成
(≥7+7a，)2 (一≥7+≥，)2

化简可得Y7一等z 7+等，这是一个对勾
函数．

拓展结论：对勾函数Y—mx+兰(ran≠0)是

T
2

^I

2

双曲线标准方程与一鲁亍1经过旋转后使得了

轴与渐近线重合时所得到的．

2．4双曲线的一般方程

拓展5 从上面的探讨可知。一次分式型函

数与对勾函数都是双曲线。那么中心在原点的双

曲线的一般方程又是什么

教师：教材只研究了双曲线的标准方程，我们

能不能研究双曲线的一般方程呢?问题也就是：

T
2

^，2

xOy坐标平面内的双曲线标准方程为j一鲁一

1，如果我们把xOy坐标平面顺时针旋转0(逆时

针一0)后得到新坐标平面．72 70y7，此时在平面

z70y 7内又是怎么样的一种方程的形式?

学生：设平面直线坐标系xOy下的点P(z，

y)在坐标平面z70y7下的坐标为P 7(z 7，Y 7)，

满足x：x．'cosO+y'sinO，代入双曲线标准方程

与一告一1后可得b 2(cosO·z7+sinO·y1)2一

口2(一sinO·z7-t-cosO·Y7)2一＆2b2，化简可得双

曲线的方程为

(6
2

COS2口一口2 sin20)z
7

2+(b
2
sin20一

a2 COS2臼)ya+2sinOcosO(口2+6 2)z／y7一口2b2．(*)

由此得到如下结论：

一般地，当b 2 sin2臼一以2 COS2臼一0，即tanO一

詈时，(*)式变为了7一生≤}z 7+筹，为对勾
0 Znp 厶jE

函数；

当岔一6且cos20≠O时，(*)式为z”一夕坨

+2tan20。z 7了7一三南，此时为等轴双曲线．

特别地，当n—b且臼一-“7-时，(*)式Y 7一
吐

n
2

≥，这是一个反比例函数．
厶．Z

3教学思考

3．1反思成为探究的起跑点

探究性学习可以引导学生对所学知识的反

思．比如，在学生原先的认知结构中，反比例函数、

对勾函数，双曲线分别在代数和几何中以独立的

形式存在，通过双曲线的拓展教学，学生进行反

思，能够发现反比例函数、对勾函数、双曲线本质

上是一样的，它们原本属于同一种几何图形．这样

的学习，进一步加深了学生对原有知识和知识体

系的认识，从而可以进一步启发学生对数学的研

究思路与方法的反思．在双曲线的拓展教学中，我

们经历了发现相似——举例实验——探索验

证——生成结论这一系列的过程，这个过程不仅

完善了双曲线这一知识体系，而且可以启发学生

在进行代数与几何中的相关问题研究时，我们常

常采用的方法是以“形”来发现，以“数”来验证，以

此来推动学生逻辑思维的顺利展开，而这也是科

学研究的方法之一．

3．2 内化成为素养的发动机

再有，学生在学习过程中，学到的是知识还是

智慧，这取决于学生对所学内容的内化程度．学习

论认为，我们不仅要学习知识，更要把知识转化成

智慧，而积极的参与交流是知识转化为智慧的路

径之一．“纸上得来终觉浅，绝知此事要躬行”，这

说明理不辩不明，知识不讨论不探索印象就不深．

所以学生的探究性活动是在教师的引导下，学生

围绕具有挑战性的学习主题和任务，全身心参与

的学习活动，它非常注重知识间的关联性、层次性

和整体性，因此更能够体现学生学习的价值，可以

加快学生对所学的数学知识、方法与思想的内化，

也更有助于学生分析问题、解决问题能力的提高，

从而逐步提升学生的学科核心素养．

(下转第44页)
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数学建模要用真实情境，让学生体验到数学

来源于生活，认识到知识和技能在未来的学习和

生活中的价值，从而在数学与问题情境的有效互

动中激发学习数学的兴趣，提升了学生的数学核心

素养，培养了学生用数学建模解决实际问题能力．

学生主动学习并不是漫无目的的，需要教师

精心设置问题进行引导，如由彩绳长度的测量出

发，归纳出结论，通过建立数学模型，求解模型使

得实际问题得以解决，其中难点就在于对角捆扎

彩绳长度的求法，先设置问题解决2条线段问题，

进而推广到8条甚至咒条线段．

数学实验活动环节学生相对陌生，此时需要

教师多多鼓励，学生只有参与其中亲身感知，才能

获得数学“源”与“流”的过程；面对求解模型环节，

学生想法会比较多，既要展示教学设计方案，也要

尊重学生，让学生充分展示其得到求解模型的方

法，在其基础上引导并解决问题；还要关注其解决

不了的问题在哪里，教师为学生寻找摆脱困境的

方法，让学生在课堂中有成就感，形成积极活跃的

课堂氛围并让学生逐步具备知难而上的探究精神．

5．2数学实验教学的思考

通过数学实验教学的内容，激发学生对数学

建模的兴趣，引导学生进行深入探究和动手实验，

学生的探究实验过程有较高的自由度，教师仅起

到观察和引导的作用。在探究和实验过程中对有

困难的学生，建议以小组讨论的形式相互指导，实

验教学希望学生经历“发现问题一实际问题一探

究尝试一形成方案一解决问题”这样一个现实问

题解决的过程，同时也将“现实问题一现实模型建

立一数学模型建立一数学问题解决一结论返回现

实”整个数学建模过程融入其中．数学实验教学内

容取材力求从学生熟悉的内容人手进行探究和设

计，进而回馈学生的数学知识认知体系，同时教学

内容的设计也尽可能将学生所学的数学知识与现

实相联系．
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3．3评价成为学习的催化剂

首先，探究式的课堂教学应该是在教师的引

导下，以问题串为主线，通过有效的提问驱动学生

的思维，学生在探索过程中，或“发现”结论，或探

索失败，这都是正常的现象．在这一过程中，教师

要给予及时的点评与反馈，并且不断地关注学生

的思维动态，进行持续性的评价，可以推动学生不

断的进行反思．评价既要关注学生学习的结果，更

要重视学生学习的过程．通过评价，提高学生学习

兴趣，帮助学生认识自我，从而实现学生对整个学

习过程的反思．因此，师生在一起探索过程中，教

师的评价不仅有利于鼓励学生探索问题的积极

性，而且更能够促进学生进行深入思考．

4 结束语

探究性的学习活动是学生成就自我的学习，是

学生对知识渴求的一种内驱力，体现的是学生的主

体性，教师在其中的引领作用不可或缺．在基于问

题导向的探究式的数学教学活动中，教师的引导、

启发和评价是为了促进学生的感知、体验和参与，

促进学生的反思和探索，从而促进学生数学理性思

维的发展，促进学生学科核心思维的养成，促进学

生学会学习．这其实就是数学教学的魅力所在．
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